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1 はじめに
最適化手法として頻繁に用いられる数理計画法の中から, 近年研究の進展が特に目覚しく,

その幅広い応用を期待されている半正定値計画問題（Semidefinite Programming : SDP）を
取り上げる. SDP などの最適化手法が最近特に注目を集めている理由には以下のようなもの
が考えられる. 例えば建築構造物や航空機などの構造設計においては,単にデザイン的,機能
的に複雑な要求を満たす設計を見出すだけでなく,できるだけ速く,安く完成させることも非
常に重要である.そのためには前もって様々な要求を制約条件として記述して最も効率の良い
解を求めていく最適設計を行なっていくことが好ましいが,従来は大規模な構造物に対して最
適設計を行なうことは,最適化手法や計算機の能力からみても非常に困難であった. しかし最
近の (SDPなどの)最適化手法と計算機環境の著しい進歩によって最適設計を目指す試みは加
速され,現実味を帯びはじめている.

SDP は線形計画問題 (LP)や凸二次計画問題などを含んだより大きな凸計画問題の枠組で
あるが,制約に半正定値制約という非線形制約を持っている.従って SDPとして定式化できる
最適化問題が解けるだけでなく,非凸最適化問題に対する強力な緩和値を導き出すことができ
る. そのため SDP を繰り返して解くことによって (最適に解くことが極めて難しいが非常に
実用上重要な)非凸最適化問題を扱える可能性を持っている [1]. また,著者らが開発したソフ
トウェア SDPA (SemiDefinite Programming Algorithm) [2]1 をはじめとして,複数の研究グ
ループによって SDPに対するソフトウェアが開発され,インターネットより公開されている.

ここ数年の間に多くの実験的解析が行われると共に,それらの結果をフィードバックすること
により SDP のアルゴリズム自体も進歩を遂げた [3].

最適設計を目指し,さらに複雑で大規模な問題を解くためには,理論的成果を随時組み入れる
と共に,最新のコンピュータ技術 (並列,広域計算)等との融合も必要不可欠であって [4],SDPA

などの最適化手法を組み込んだ広域並列計算システムは現在開発中である. 本解説では SDP

と SDP に対する主双対内点法について触れたあとに SDPA の実装方法や実験結果について
述べる.
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2 半正定値計画問題 (Semidefinite Programming : SDP)

SDPに対するサーベイには Vandenbergheと Boyd [5]などがある. また SDPに関する文
献やソフトウェアなどの情報を集めたホームページも存在するので参考にしていただきたい2

3. SDPが期待されている主な工学的分野には構造最適化 [6],システムと制御 [7],組合せ最適
化 [8] などがある.

次に SDPに関する諸定義を行なう. �n×nを n×nの実行列の集合, Snを n×nの実対称行
列の集合とする. 任意の X, Z ∈ �n×n に対して, X •Z は X と Z の内積,すなわち, Tr XT Z

（XT Zの trace : 固有和）を表す. X � O はX ∈ Sn が正定値,つまり任意の u(�= 0) ∈ �nに
対し uT Xu > 0 であることを示している. また X � O はX ∈ Sn が半正定値,つまり任意の
u ∈ �n に対し uT Xu ≥ 0であることを示している.

C ∈ Sn, Ai ∈ Sn (1 ≤ i ≤ m), bi, yi ∈ � (1 ≤ i ≤ m), X ∈ Sn, Z ∈ Sn とする. このとき,

SDPの主問題と双対問題は以下のように与えられる.

主問題：
最小化 C • X

制約条件 Ai • X = bi (1 ≤ i ≤ m),

X � O.

双対問題：

最大化
m∑

i=1

biyi

制約条件
m∑

i=1

Aiyi + Z = C,

Z � O.



(1)

本解説を通して, Ai ∈ Sn(1 ≤ i ≤ m)が線形独立であることを仮定する. (X, y, Z)が SDP

の実行可能解であるとは, X が主問題の実行可能解であり、(y, Z)が双対問題の実行可能解で
あることを表す. また, (X, y, Z)が SDPの実行可能内点解であるとは, X が主問題の実行可
能内点解（つまり, X � Oを満たす実行可能解）であり, (y, Z)が双対問題の実行可能内点解
（つまり, Z � Oを満たす実行可能解）の場合である.

2.1 SDP に対する主双対内点法

以下では, SDPの主双対内点法の枠組みについて簡単に述べる. SDP (1) には内点実行可
能解が存在することを仮定する. このとき双対定理により, SDP (1) の最適解は以下の式を満
たす.

Ai • X = bi (1 ≤ i ≤ m),
m∑

i=1

Aiyi + Z = C,

X � O, Z � O,

XZ = O.


(2)

2http://new-rutcor.rutgers.edu/˜alizadeh/sdp.html
3http://www.zib.de/helmberg/semidef.html
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SDPに対する主双対内点法は線形計画問題に対する主双対内点法と同様に, 中心パス P に
沿って進みながら最適解に収束する反復解法である. ここで、中心パス P はパラメータ µを
用いて以下のように定義される.

P =



Ai • X = bi

(1 ≤ i ≤ m),

(X, y, Z)

m∑
i=1

Aiyi + Z = C,

X � O, Z � O,

XZ = µI (µ > 0).


. (3)

ただし I ∈ Sn は単位行列を表す. 任意の µ > 0 に対し ,中心パス P 上の点が一意に存在す
ることが知られている. また,中心パス P は SDP の内点実行可能解の集合の内部の滑らかな
曲線となっており µ → 0 のとき SDP の最適解に収束することも知られている [9].

SDP の主双対内点法では,探索方向パラメータ µ > 0 を選び下記の条件を満たす中心パス
上の点 (X, y, Z) をターゲットとし ,その Newton方向に進む.

Ai • X = bi (1 ≤ i ≤ m),
m∑

i=1

Aiyi + Z = C,

XZ = µI

 (4)

次に SDPに対する一般的な主双対内点法の概要を以下に示す. なお Mehrotra 型 [13] の主
双対内点法が存在するが, Mehrotra 型は説明が複雑になるのでこちらは SDPA [3] を参考に
していただきたい.

SDP に対する主双対内点法

手順０. k = 0として, X0 � O, Z0 � O を満たす初期解 (X0, y0, Z0)を選ぶ (実行可能解で
なくてもよい).

手順１. 現在の解 (Xk, yk, Zk)が終了条件を満たすならば, アルゴリズムを終了する.

手順２. 以下のような条件を満たすような探索方向 (dXk, dyk, dZk) を計算する.

(Xk + dXk, yk + dyk, Zk + dZk) ∈ P
具体的には探索方向を計算するために次の Newton 方程式を解く.

Ai • (Xk + dXk) = ai (i = 1, 2, . . . , m),

(Zk + dZk) = C −∑m
i=1 Ai(y

k
i + dyk

i ),

XkZk + XkdZk + dXkZk = µI,

dXk ∈ Sn, dZk ∈ Sn, dyk ∈ Rm.

手順３. 新しい反復点 (Xk+1, yk+1, Zk+1) を次の条件

Xk+1 = Xk + αpdXk � O,

Zk+1 = Zk + αddZk � O,

を満たすように定める.
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手順４. k = k + 1 として,手順１に戻る.

ただし，αp, αd > 0はステップ長. (ステップ長をあまり大きく取ると新しい反復点が実
行可能領域の境界に近づきすぎて，以後の反復で困難を生ずる.また,小さすぎると収束
までに多くの反復回数を要する).

2.2 探索方向の計算方法

一般に (4) において XZ は対称行列でないので, 直接 Newton 法を適用できない. このた
め,現在までに様々な探索方向 (dX, dy, dZ)が提案されてきた. 実用上有用な探索方向として
は, HRVW/KSH/M 方向 [9–11] と NT 方向 [12]などが知られている.

以下では, pi = bi − Ai • X, D = C −∑m
i=1 Aiyi − Z, K = µI − XZ とおく.

HRVW/KSH/M 方向：HRVW/KSH/M 方向 (dX, dy, dZ)は以下のようにして求めること
ができる.

Bdy = s, dZ = D −
m∑

j=1

Ajdyj ,

d̂X = X(X−1K − dZ)Z−1,

dX = (d̂X + d̂X
T
)/2.

 (5)

ただし ,

Bij = XAiZ
−1 • Aj (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m),

si = pi − Ai • X(X−1K − D)Z−1, (1 ≤ i ≤ m).

ここで n × n 行列のX, n × n 行列の Z−1 さらにm×m 行列のB は全て対称行列であり,

一般的には Ai (1 ≤ i ≤ m)の全てが疎行列であったとしても X, Z−1, B は全て密行列になる.

そのため係数行列 B および右辺項 sを計算するにはそれぞれ O(mn3 + m2n2), O(n3 + mn2)

の計算量が必要になる. 一方 (5) を解いて探索方向 (dX, dy, dZ) を求めるにはコレスキー分
解 (Cholesky factorization)などを使用して O(m3 + n3) の計算量が必要になる. それゆえ係
数行列 B を計算する部分は、s の計算や線形方程式の計算 Bdy = s よりもHRVW/KSH/M

方向の計算時間全体の中で大きな割合を占める. それゆえ,Ai (1 ≤ i ≤ m)が疎行列である場
合には, その特質を活用して B の計算量を下げることが全体の計算量の軽減に大きく貢献す
ることになる.

NT方向：行列 W を

W = X1/2(X1/2ZX1/2)−1/2X1/2 (6)

= Z−1/2(Z1/2XZ1/2)1/2Z−1/2, (7)

このとき,NT方向 (dX, dy, dZ)は以下のようにして求めることができる.

Bdy = s, dZ = D −
m∑

j=1

Ajdyj ,

d̂X = W (X−1K − dZ)W,

dX = (d̂X + d̂X
T
)/2.

 (8)
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ここで

Bij = WAiW • Aj (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m),

si = pi − Ai • W (X−1K − D)W (1 ≤ i ≤ m).

(6,7)より行列 W を求めた後は、NT方向の計算方法は HRVW/KSH/M方向の計算方法とほ
ぼ同等であり、計算量やメモリ使用量はほとんど変わらない. 従って次節で解説するように２
つの探索方向の計算方法に対して,同様の工夫が有効になる.

3 SDPA の実装方法
この節では,筆者らが作成した SDP に対する主双対内点法ソフトウェア SDPA [2] の実装
方法について説明を行なう.

3.1 データ構造 (ブロック対角行列)

SDPAではブロック対角な行列のデータ構造およびそれらの内部演算を組み入れている. 次
にブロック対角行列の一般形を示す. ブロック数とブロック構造ベクトルを用いて，定数行列
Ai や 変数行列 X, Z に共通なブロックデータ構造を表現する.

F =


G1 O O · · · O

O G2 O · · · O

· · · · · · O

O O O · · · G�

 ,

Gi : pi × pi 対称行列 (i = 1, 2, . . . , �).


一般的には,ある行列を入力したときにその行列のブロック対角構造を自動的に判別するの

は時間がかかるので SDPAでは以下のように nBLOCKや bLOCKsTRUCTなどのパラメー
タを用いてユーザーがブロック対角構造を指定するようになっている.

nBLOCK = �,

bLOCKsTRUCT = (β1, β2, . . . , β�),

βi =

{
pi : Gi が通常の対称行列のとき

−pi : Gi が対角行列のとき

3.2 疎行列を利用した HRVW/KSH/M と NT 方向の計算法

この節では,SDPA が現在組み込んでいる２つの探索方向 (HRVW/KSH/M, NT) を効率
良く計算する方法を紹介する [14]. 特に HRVW/KSH/M と NT 方向に関しては定数行列
Ai (1 ≤ i ≤ m) の全てまたは幾つかが疎行列であるときに効率的にそれらの方向を計算する
ことができる. しかし Ai の全てが密行列であっても通常の方法と比較して効率が悪くなるわ
けではない．この計算方法の特徴を簡単にまとめると以下のようになる.
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1. SDPA は Ai が密 (dense)、疎 (sparse) の場合に備えて, それぞれ専用の計算方法を用意
している.

2. SDPA は Ai の非零要素の数から自動的に計算方法を判断する.

3.例えば G0 は密行列、G1 は疎行列といったような場合には,各ブロックごとに異なる計
算方法を自動的に選択することができる.

2.1 節で述べたように SDPA の１反復の中ではm × m の対称行列であるB の計算が通常
では最も多くの実行時間を占める.

次に２つの探索方向に対する計算方法を同時に考慮するために,

Bij = TAiU • Aj (9)

(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m) を導入する. このとき Bij は行列 B の (i, j) 成分, また T ∈ Sn,

U ∈ Sn である． HRVW/KSH/M 方向の場合では T = X, U = Z−1 とすればよく. NT 方向
の場合では T = U = W とすればよい. B は対称行列なので,行列 B の上三角部分,つまり
Bij (1 ≤ i ≤ j ≤ m) のみ考慮すればよい.

行列 B の実際の計算時間には浮動小数点の乗算や加算,また行列 Ai (1 ≤ i ≤ m) の各要素
をメモリから取り出すための時間など多くの要因が含まれている. この場合加算の回数は乗算
の回数とほぼ同じオーダーであるが (一般的には浮動小数点の乗算は加算よりも多くの計算時
間を必要とする), 一方,行列 Aiから要素を取り出す時間は、データ構造の選択に大きく影響さ
れる. そこで,最初に乗算の回数に実行時間の解析の焦点をあてて,その後 Ai (1 ≤ i ≤ m) の
各要素をメモリから取り出す時間 (いわゆるオーバーヘッド )も考慮に入れて行くことにする.

ここで,fi を Ai の非零要素の数とする. また Σ は索引 (index) 1, 2, . . . , m の順列の集合
とする. (つまり, {1, 2, . . . , m} からそれ自身への一対一写像である). σ ∈ Σ は次のように
Bij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m) 要素を計算する順序を決定する.

→
Bσ(1)σ(1), Bσ(1)σ(2), . . . Bσ(1)σ(m),

→
Bσ(2)σ(2), . . . Bσ(2)σ(m),

→
. . . . . .

Bσ(m)σ(m).


(10)

既に述べたように B は対称行列なので Bσ(j)σ(i) = Bσ(i)σ(j) (1 ≤ i < j ≤ m)である.

次に σ ∈ Σ と i ∈ {1, 2, . . . , m} を固定し , Bσ(i)σ(j) (i ≤ j ≤ m) を計算する３つの方法を
提案する.

F -1: 始めに F i = Aσ(i)U (nfσ(i) 回の乗算を必要とする)を計算して, 次に M i = TF i (n3 回
の乗算が必要)の計算を行う. その後各 j = i, i+1, . . . , mに対して Bσ(i)σ(j) = M i•Aσ(j)

(fσ(j) 回の乗算が必要) の計算を行う. よって,全ての Bσ(i)σ(j) (i ≤ j ≤ m) を計算する
ための乗算の回数の合計は次の式から得ることができる.

nfσ(i) + n3 +
∑

i≤j≤m

fσ(j). (11)
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F -2: 始めに F i = Aσ(i)U (nfσ(i) 回の乗算が必要)の計算を行う. 次に各 j = i, i + 1, . . . , m

に対して,

Bσ(i)σ(j) =

n∑
α=1

n∑
β=1

[Aσ(j)]αβ

(
n∑

γ=1

Tαγ [F i]γβ

)
,

の計算を行う ((n + 1)fσ(j) 回の乗算が必要). よって,全ての Bσ(i)σ(j) (i ≤ j ≤ m) を計
算するための乗算の回数の合計は次の式から得ることができる.

nfσ(i) + (n + 1)
∑

i≤j≤m

fσ(j). (12)

F -3: 各 j = i, i + 1, . . . , m に対して,

Bσ(i)σ(j) =
n∑

γ=1

n∑
ε=1

(
n∑

α=1

n∑
β=1

[Aσ(i)]αβTαγUβε

)
[Aσ(j)]γε,

を計算する ((2fσ(i) + 1)fσ(j) 回の乗算が必要). よって,全ての Bσ(i)σ(j) (i ≤ j ≤ m) を
計算するための乗算の回数の合計は次の式から得ることができる.

(2fσ(i) + 1)
∑

i≤j≤m

fσ(j) (13)

概念的には,行列 Ai, Aj が共に密な場合には F-1, 共に疎な場合には F-3, 一方が密でもう
一方が疎な場合には F-2 を用いて Bij の計算を行なう.

次に行列 Ai (1 ≤ i ≤ m) の要素を取り出すための時間 (オーバーヘッド ) を考慮に入れる
ことにする. 最初に次の仮定を置く.

(i) 全ての Ai (1 ≤ i ≤ m)は 疎行列用のデータ構造で保持するものとする.

(ii) 行列 T と U の Bi 部分は通常の二次元配列で保持する (多くの場合密であるから).

(iii) 疎行列用のデータ構造から要素を取り出す操作の方が、通常の二次元配列から要素を
取り出すよりも実行時間がかかるものとする.

これらの仮定より, (11), (12), (13) 式に対して, 以下のように修正を行う. ここで式 F -k

(k = 1, 2, 3) を用いて,全ての Bσ(i)σ(j) (i ≤ j ≤ m) を計算するための乗算回数の重み付き合
計数 dki(σ) を定義する.

d1i(σ) = κnfσ(i) + n3 + κ
∑

i≤j≤m

fσ(j) (11)′

d2i(σ) = κnfσ(i) + κ(n + 1)
∑

i≤j≤m

fσ(j), (12)′

d3i(σ) = κ(2κfσ(i) + 1)
∑

i≤j≤m

fσ(j). (13)′
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ここで κ ≥ 1 は定数であり, κ を疎行列データ構造を持つ Ai (1 ≤ i ≤ m) の各要素を取り
出すためのオーバーヘッドとみなすことにする. もし κ = 1 ならば (11)’, (12)’, (13)’ は修正
前の定義である (11), (12), (13) と一致する. SDPA においては, ある Ai (1 ≤ i ≤ m)が与え
られたとき, 計算方法 F -1, F -2, F-3 の実際のパフォーマンスを推定するための指標として
dki(σ) を使用している. κ の値の適正値は採用するデータ構造などの要因で異なってくるが,

多くの予備実験の結果から κ = 4.5 を採用している.

ここで σ ∈ Σ として,

d∗i(σ) = min{d1i(σ), d2i(σ), d3i(σ)} (1 ≤ i ≤ m), (14)

d∗(σ) =
∑

1≤i≤m

d∗i(σ). (15)

を定義する. そのとき各 (i = 1, 2, . . . , m)に対して, d∗i(σ)は F -1, F-2, F-3の何れかの計算
方法を用いて Bσ(i)σ(j) (i ≤ j ≤ m) を計算するための乗算の回数の最小重み付き数を示して
いる. そして,それらの合計 d∗(σ)は行列 B の全ての要素を (10)の順序で計算したときの乗
算の回数の最小重み付き数を示している.

d∗(σ) の数は σ ∈ Σ に依存する, つまり F-1, F-2, F -3 の式を B の計算のために適用
する以前に. どのようにして索引 (index : 1, 2, . . . , m) の順列を決定するかに依存している.

そこで,d∗(σ) を最小にするような順列 σ を選択するのが望ましい. 以下に示す定理は行列
A1, A2, . . . , Am の非零要素の数 f1, f2, . . . , fm が降順となるように索引 (index)を降順に並び
替える順列 σ を選んだときに d∗(σ)が最小になることを示している.
定理 1 (i) σ∗ が全ての σ ∈ Σ の中で d∗(σ) を最小にすることと,以下の関係が成り立つ

こととは必要十分である.

fσ∗(1) ≥ fσ∗(2) ≥ . . . ≥ fσ∗(m). (16)

(ii) σ∗ ∈ Σが (16)を満たすと仮定すると,そのとき次の条件を満たすような q1 ∈ {0, 1, 2, . . . , m}
と q2 ∈ {q1, q1 + 1, . . . , m}が存在する.

d1i(σ
∗) ≤ d2i(σ

∗), d1i(σ
∗) ≤ d3i(σ

∗) 0 < i ≤ q1 のとき,
d2i(σ

∗) < d1i(σ
∗), d2i(σ

∗) ≤ d3i(σ
∗) q1 < i ≤ q2 のとき,

d3i(σ
∗) < d1i(σ

∗), d3i(σ
∗) < d2i(σ

∗) q2 < i ≤ m のとき.

}
(17)

なお証明は [14] を参照のこと. 次に定理 1に基づいて、d∗(σ) を最小にする計算方法を提
案する.

Combined Formula F-*(κ): (図 1参照)

Step A: 行列 Ai (1 ≤ i ≤ m) の非零要素の数 fi を数える.

Step B: f1, f2, . . . , fm の数を指標として索引 (index : 1, 2, . . . , m)を降順に並び替える (16).
各 i = 1, 2, . . . , m に対して, d1i(σ

∗) (11)’ と d2i(σ
∗) (12)’ と d3i(σ

∗) (13)’ を計算する.
そして (17)を満たすような q1 ∈ {0, 1, 2, . . . , m} と q2 ∈ {q1, q1 + 1, . . . , m} を求める.

Step C: 全ての i ∈ {1, 2, . . . , m}に対して,

• もし 0 < i ≤ q1 ならば , F -1 を用いる.

• もし q1 < i ≤ q2 ならば , F-2 を用いる.

• 残りの部分,つまり q2 < i ≤ m ならば , F -3 を用いる.

これらの手順を,HRVW/KSH/M 方向と NT 方向を用いた主双対内点法に容易に組み込む
ことができる.
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図 1: Combined Formula F -*(κ) を用いた行列 B の計算方法

4 数値実験結果
最後に SDPLIB 4に収められている問題と構造最適化 [6]の問題を用いて SDPAと他のソフト

ウェアとの比較実験を行い, SDPAが採用しているデータ構造と計算方法の有効性を検証する.
ここで比較実験に用いるソフトウェアは SDPA(Ver5.0), CSDP(Ver 2.3) 5, SeDuMi(Ver 1.02) 6,
SDPT3(Ver 2.1) 7 である.

表 1: グラフ分割問題に対する実験結果
n = m = 500 n = m = 1000
CPU(iter) CPU(iter)

SDPA 282.2(18) 4673.1(23)
CSDP 1127.7(25) 12490.0(32)

SeDuMi 3378.5(30) 26748.6(22)
SDPT3 550.2(17) 7741.3(21)

表 2: 最大クリーク問題に対する実験結果
n = 200,m = 1949 n = 250,m = 3028

CPU(iter) CPU(iter)
SDPA 520.5(17) 2400.6(18)
CSDP 934.8(23) 3161.0(22)

SeDuMi 822.6(15) 2682.4(14)
SDPT3 798.7(15) 2865.8(15)

表 1から表 4を通して CPU は実行時間 (sec.)を iter は反復回数を示す. また全ての数値
実験は DEC Alpha CPU 21164 600MHz (メモリ 1Gbyte)で行なった. 全ての問題で SDPA
が最も高速に最適解を産出している. 例えば構造最適化問題 (座屈制約)では (表 4),行列 Ai

4http://www.nmt.edu/ borchers/sdplib.html
5http://www.nmt.edu/˜borchers/csdp.html
6http://www.unimaas.nl/˜sturm/software/sedumi.html
7http://www.math.nus.sg/˜mattohkc/index.html
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表 3: 構造最適化問題 (一次固有振動数制約)に対する数値実験結果
n = 239,m = 128 n = 280,m = 174

CPU(iter) CPU(iter)
SDPA 5.0(20) 5.4(23)
CSDP 26.0(24) 133.2(30)

SeDuMi 33.2(23) 124.6(36)
SDPT3 21.0(15) 22.2(22)

表 4: 構造最適化問題 (座屈制約)に対する数値実験結果
n = 719,m = 392 n = 1437,m = 792

CPU(iter) CPU(iter)
SDPA 99.4(21) 782.9(22)
CSDP 837.2(28) 7819.4(31)

SeDuMi 1173.8(27) 15441.5(31)
SDPT-3 152.8(20) 956.9(23)

O

O

792

792

645

645

Ai

1437

(i=0,1,...,792)

nBLOCK = 2  and  bLOCKsTRUCT = (645, -792)

図 2: ブロック対角行列の例 : 構造最適化問題 (座屈制約) n = 1437, m = 792

などは, 図 2のような構造をしている. 第一ブロックは 645× 645の疎行列であり,第二ブロッ
クは大きさ 792 の対角行列になっている. このようなブロック対角構造を持つ問題では特に
SDPAが高速であることが他の多くの数値実験によっても判明しており、解説したデータ構
造や計算方法が SDPA 全体の高速化に寄与しているといえる.
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